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模态镜子里的反欧性
!

杜
!

珊
!

康宏逵

摘
!

要!我们用戈德布拉特!托马森定理证明了一般来说反欧性是模态不可反映的"由

此我们找到了最小的反欧传递逻辑#证明了所有的反欧传递逻辑不仅具备有穷框架性#也

都是可有穷公理化的#继而也都是可判定的$最后#我们研究了反欧传递逻辑格里的濒表

格逻辑#给出了几个具有&临界性'濒表格扩充的逻辑的实例"

关键词!反欧性$模态不可反映性$麦金森的逻辑分类法

本文跨越模态逻辑的好几个领域"它从对应理论入手#转到完全性理论#再转到可判

定性理论#最后止步于格论"整个这场漫游其实是由一个心血来潮的小问题引起的#应当

先说说那是怎么回事"

一%谈一点背景

欧几里得从未插足模态逻辑#他的名字却频繁出现在模态文献里"众所周知#在
>*Z

语

义学中#克里普克框架
WM

0

R

#

V

1内可能世界之间的可通达性关系
V

被赋予以下特殊性质!

欧几里得性,,,

!

!

!

"

*

"

#

*

#V!

#

#V

"

+

$

!V

"

+#读作&有同一世界为其
VZ

前趋的世

界互为
VZ

前趋'"

这个命名法的设计者是英国人莱蒙"他这样设计的理由是#当
V

被解释为
M

时#上述关

系性质就会变成(几何原本)中的一条公理&等于同量的量相等'

!

"

模态逻辑学者一直没有发觉欧几里得性身边有一位孪生兄弟#那就是反欧几里得性#

简称&反欧性',,,

!
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Q
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"

#
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!V#

#

"

V#

+

$

!V

"

+#读作&有同一世界为其
VZ

后继的世界

互为
VZ

后继'"

一直到
&"

世纪
%"

年代早期#研究自然语言中的二元量词的学者才把反欧性正式引

入逻辑学家们的视野"他们的许多观察结果很出人意料"例如#欧几里得量词根本不存

在#反欧几里得量词反倒多如牛毛"

"本文第二作者惊讶之余#不能不疑心模态逻辑学者无

视反欧性也许是一个错误"然而#从动念推敲反欧性的头一天起#第二作者便落入困境"

二%反欧性是模态可反映的么

只要可能#模态逻辑学者总要设法把他感兴趣的关系性质用模态语言说出来"按流

行术语#这样的关系性质名叫&模态可定义的 '"我们宁愿沿普赖尔更有表现力的老字

眼#称之为&模态可反映的'

#

"一个关系性质
;

*

V

+是模态可反映的#如果存在着模态公
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#对于任何克里普克框架
WM

0

R

#

V

1#

W

满足
;

*

V

+当且仅当
W

使
%

有效"

入门书津津乐道的一些关系性质#如象自返性%对称性和传递性#都是模态可反映的"欧几里得性

也是#一向充当路易士系统
>*

的特征性公理的公式!

E

! *

?

$

+*

?

就是反映它的模态公式之一"

反欧性也是模态可反映的么- 第二作者一度相信也是"不幸#他和他当年的学生为反欧性寻找模

态等价物的多次试验#不但失败了#而且丝毫没有显出否定解似乎更言之成理#结果幻想依旧"说来滑

稽#反欧性仅仅是某种一阶性质#而早在
#(7*

年便已经有了一阶关系性质的模态可反映性的判据!

#那

就是!

戈德布拉特
Z

托马森定理
!

一阶关系性质
;

*

V

+是模态可反映的#当且仅当#

&

;

*

V

+在超滤子扩充的

形成下保存#同时
;

*

V

+在不相交并%生成子框架和
?

Z

同态象的形成下保存"

然而#只是在本文第一作者也投入反欧性研究之后#我们才想到应当彻底告别试误法#以最大的耐

性按部就班地应用这个重要定理久已配置齐全的判据"我们明白#这多半仍将是一个助探论证#必须做

两手准备"假使一切顺利#我们会得到一个反欧性模态可反映的证明#尽管有可能依然不清楚它的模态

对应物是什么"假使不很顺利#一时找不着办法来确定反欧性是否通得过所有四项测试#那就还是得不

出最终的结论"毕竟#戈德布拉特,托马森定理本来没有提供&能行的'判据"

让我们回顾一下数年前实际完成的助探过程*不熟悉超滤子扩充等四种运算的读者从高等模态逻

辑教材中可以查到它们的定义"#
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设克里普克框架
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0

`

#

>

1不满足反欧性"为确定计#假定
`

的元素
6

#

@

#

3

构成反欧性的一组反例!
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现在分别考察以下四种情形"

*

@

+令b
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0

b

`

#

b

>

1是
N

的超滤子扩充"不论这里的超滤子扩充b

N

可能是多么复杂的结构#对当前

的案例只有一个事实是真正要紧的!

b

N

的可能世界集b

`

是由
`

上全体超滤子组成的#其中包括形如
A!

M

:

X

'

`

!

!

(

X

;的一切主超滤子$因此#十分明显#以
! A!

为同构映射#

N

必定同构于b

N

的一个子框

架*不必是生成子框架+"这意味着#对所有
!

#

"

(

`

#我们都有
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"

当且仅当
A!

b

>A

"

这样一来#从*

,

+立刻得出
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b
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A
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#
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>

A

@

+

足见
N

的超滤子扩充b

N

也不满足反欧性"
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+令
N

是给定框架族:
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;的不相交并
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"在这种情况下#
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-

1

(

c

R

4

#

>M

-

1

(

c

V

4

"根据不相交并的定义#对不同的
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"既然如此#
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(
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便意味着

存在唯一的
C

(

c

使得
3
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"同时#*
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足见
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不满足反欧性"
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是给定框架
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1的一个生成子框架"这蕴涵
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和
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足见
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不满足反欧性"
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是给定框架
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珊 等!模态镜子里的反欧性
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+#此处
*

#

+

#
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"这时#*

,

+意味着

<
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+
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由于
<

是一
?

Z

同态#

&

*

<

*

*

+

>

<

*

+

++显然要求

&

*

*

V

+

+

另一方面#

<

*

D

+

>

<

*

E

+和
<

*

+

+

>

<

*

E

+则分别要求

对某个
?

#

(

R

#

<

*

?

#

+

M

<

*

E

+并且
D

V

?

#

对某个
?

&

(

R

#

<

*

?

&

+

M

<

*

E

+并且
F

V

?

&

这里虽然有
<

*

?

#

+

M

<

*

,

+

M

<

*

-

&

+#但
<

未必是
#Z#

映射#完全可能
?

#

/?

&

#因此根本不足以论定有
R

的同一个元素
?

使得
D

V

?

#

F

V

?

但
!

&

*

D

V

F

+"总之#我们无法保证从任何框架向它的
?

Z

同态象过渡时

反欧性一定能保存"

我们尚未抵达最终目的地"所幸的是花这么大的气力做助探论证并非得不偿失"我们对否定解的

正确性更有信心了"我们也懂得求得否定解的唯一有希望的途径是去表明反欧性在
?

Z

同态下不保存"

然而#收获不限于此"仔细思考情况*

C

+中所碰到的障碍就不难看出#尽可依样画葫芦地构造下面两个

框架!

图
&

!

框架
7

和
8

注!此处
0

和#分别代表自返点和禁自返点"

只要规定
<

为从
W

到
N

上的如下映射!

<

*

!

+

M

6

#

!

如果
!M

D

@

#

!

如果
!M

F

3

#

!

如果
!M

?

#

或
!M

?

1

2

3

&

那么
N

就成了
W

在映射
<

下的
?

Z

同态象"很清楚#

W

是反欧的而
N

不是反欧的"根据戈德布拉特,托

马森定理#我们得到了

命题
&

!

反欧性是模态不可反映的"

三%抗共死传递框架上的反欧性

方才的大否定结果强迫人们做抉择"假使不肯引进新型算子或新型规则来增强原有模态语言的表

达力#又不肯根本放弃模态可反映的要求#只好降低要求"我们说#一个关系性质
;

*

V

+相对于克里普

克框架类
9

是模态可反映的#如果存在着模态公式
%

#对于
9

中任何框架
WM

0

R

#

V

1#

W

满足
;

*

V

+当且

仅当
W

使
%

有效"

具体说到反欧性#应当选什么框架类呢- 一般地取传递框架类肯定不行"事实上#图
#

中的框架
W

和
N

是传递的#可见反欧性在从传递框架向它的
?

Z

同态象过渡时不保存#反欧性相对于传递框架类同

样不是模态可反映的"但是#只要给传递框架类加上一项很苛刻的限制就可以了"用
.

*

,

+缩写存在量

化式
"

!

"

*

,V!

"

+#读作&

,

是活点'#那么#这项限制可以表述为

抗共死性,,,

!

!

!

"

!

#

*

!V#

#

"

V#

#

!

/

"

$.

*

#

++#读作&互异世界的公共
VZ

后继永远是活点#不

是死点'"

我们请读者自己证一证!

命题
$

!

在抗共死的传递框架上#反欧性等价于拟自返性与拟对称性的合取"

/

#$

/
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想来读者还记得!

拟自返性,,,

!

!

*

.

*

!

+

$

!V!

+#读作&活点一律自返'"

拟对称性,,,

!

!

!

"

*

!V

"

#.

*

"

+

$

"

V!

+#读作&活的
VZ

后继都是
VZ

前趋'"

如所周知#反映这两种关系性质的模态公式分别是

fj

?

$

*

*

!

$

*

?

+

Uj

?

$

+

*

*

!

$

*

?

+

所以#我们又有!

命题
#

!

相对于抗共死传递框架类#反欧性是模态可反映的#特言之#反映它的模态公式之一是
fj

#

UjM

?

$

+

k

*

*

!

$

*

?

+#此处
+

k

%

缩写
%#

+

%

"

作者并不高估本节提到的对应论结果的重要性"谁都看得出来#抗共死性是一个典型的&证明生成

的概念'

!

#除了排除像图
#

中的
N

那样的非反欧框架之外#很难说引进它还有更深的用意"况且抗共

死性也无端地排除了一大批反欧框架#对研究反欧性明明不利"

四%

9":;<;

!!!最小的反欧传递逻辑

撇开模态可反映性不谈#反欧性也可以对模态逻辑另有贡献#只不过一向无人留心而已"

考虑一个正规模态逻辑

e'fjUjMe'

/
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k
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$
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?

+

问!

e'fjUj

是不是完全的- 如果是#它被什么框架所刻画-

e'fjUj

不仅完全#还是一种最为司空见惯的完全逻辑#叫做&典范逻辑'"每个一致逻辑的典范模

型能够证伪该逻辑的每个非定理#但它的典范模型底部的典范框架未必能使该逻辑*的每个定理都+有

效"只有典范逻辑的典范框架没有这个缺点#所以它恰好被它的典范框架所刻画"

典范性在逻辑的和运算
/

下保存"

"

e'

的典范性是已知的#因此#为表明
e'fjUj

是典范的#只需要

补充
efj

和
eUj

的典范性证明"这实在很容易#我们只举
eUj

为例"

请回忆
eUj

的典范框架
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eUj

1和典范模型
g
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eUj

#
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eUj

1"根据一般典范模型的

基本定理#

eUj

的公理
Uj

的每个代入特例都在每个
eUjZ

极大一致集中#也就是说
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按照
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的性质#由此得出
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因为全称量词
!

"
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eUj

所约束的变号
"

在主蕴涵式的前件
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中不出现#在一阶逻辑中#方才那个蕴

涵式等值于
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应用命题逻辑的交换律#产生
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既然全称量词
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所约束的变号
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不在主蕴涵式的前件
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中出现#这等值于

!

!

(

R

eUj

!

"

(

R

eUj

*

!V

eUj"

#

*

!

(

"

0!%

*

%(

!

0

*

%(

"

++

V

eUj

的定义告诉我们#最后这个句子意味着

!

!

(

R

eUj

!

"

(

R

eUj

*

!V

eUj"

#.

*

"

+

0

"

V

eUj

!

+

它说可通达性关系
V

eUj

具备拟对称性"足见逻辑
eUj

的典范框架的确能使
Uj

有效#从而使
eUj

有效"

/

&$

/

!

"

拉卡托斯!(证明与反驳)#上海译文出版社
#(%7

年"

K)9:3

B

+?a

#

g)C3O:3+

Q

352:,a)5)167')

8
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!

珊 等!模态镜子里的反欧性

总而言之#我们有了!

命题
"

!

e'fjUj

被它的典范框架所刻画#因而被全体拟自返和拟对称传递框架类所刻画"

然而#我们有理由不知足#有理由期待更&节省的'刻画结果!

命题
'

!

e'fjUj

被全体反欧传递框架类所刻画"

正因为这个命题站得住脚#人们才有权称
e'fjUj

为&最小的反欧传递逻辑'"怎么建立这个命题

呢- 我们都知道#每当框架类
9

刻画正规逻辑
J

#

9

中框架的点生成子框架所组成的类
9j

也刻画
J

"所

以#只需要表明拟自返%拟对称传递框架的点生成子框架必定是反欧的#我们的目的便可以达到"

首先请注意#拟对称性是会给传递框架的深度加上严格限制的"有一组模态公式
/I

4

#其归纳定义

如下!

/I

#

M

*+

?#

$

?#

#

/I

4k#

M

*

*

+

?4k#

#&

/I

4

+

$

?4k#

容易验证#对任何传递框架
W

#

W

使
/I

4

有效当且仅当
W

的深度不大于
4

"如果一个传递逻辑有定理
/I

4

而没有定理
/I

48#

#人们往往把它叫做深度为
4

的逻辑"逻辑
e'fjUj

当然不含定理
/I

#

MU

#但它有定

理
/I

&

"因为#

&

/I

#

$

*

!

无疑是
e

的定理#在
eUj

中也就极容易证明
*

*

+

?&

#&

/I

#

+

$

?&

"可见

e'fjUj

是深度为
&

的逻辑"

其次#为了分析一传递框架
WM

0

R

#

V

1的结构#最好引进术语&团'*

20.5@,+

+"先在
R

上定义如下

的等价关系!

!

'

"

当且仅当
!M

"

或者*

!V

"

并且
"

V!

+

在
'

下的任何等价类都称为团#点
!

生成的团:

"

(

R

!

!

'

"

;通常记为
9

*

!

+"由单个禁自返点组成的

团叫做萎团"由一个或多个自返点组成的团统称非萎团#前者叫简团#后者叫真团"有时候#我们还要

考虑团之间的严格先于关系
4

#定义为

9

*

!

+

4

9

*

Q

+当且仅当
!

2

(

9

*

!

+

!

D

(

9

*

"

+*

2VD

但
&

DV2

+

如果
9

*

!

+或
9

*

"

+是一元团#可以把
9

*

!

+

4

9

*

"

+改写成
!

4

9

*

"

+或
9

*

!

+

4

"

"

现在#设
WM

0

R

#

V

1是任意拟自返%拟对称的传递框架*别忘记
W

的深度
5

&

+"让我们看看
W

由某

一点
,

(

R

所生成的子框架
W

,

M

0

R

,

#

V

,

1可能是什么样子"

图
$

!

框架
7

的若干生成子框架

生成点
,

或是死点或是活点"

如果
,

是死点#

W

,将是由单个禁自返点
,

组成的框架#其深度为
#

*见图
&3

+"

如果
,

是活点#

,

的活的
VZ

后继集不可能是空的"因为#按
V

的拟自返性#

,

本身是
,

的
VZ

后继"但

是#这时出现两种可能性!*

#

+

,

的
VZ

后继集不含死点"于是#按
V

的拟对称性#

W

,将由一或大或小的非萎

团
9

*

,

+组成#其深度为
#

*见图
&/

+$*

&

+

,

的
VZ

后继集含若干死点"于是,,,仍是按
V

的拟对称性,,,

W

,

将由非萎团
9

*

,

+与这些死点组成#而且对每个死点
,j

都有
9

*

,

+

4

,j

#因此
W

,的深度为
&

*见图
&2

+"

我们已经无遗漏地枚举了逻辑上可能的情况"在所有情况下#点生成子框架
W

,都是反欧的"不

错#原框架
W

完全可以有图
&I

中所出示的那类非反欧的拟自返%拟对称子框架#但是它们永远也成不

了点生成子框架的一部分#除非
W

的深度大于
&

.

五%反欧传递逻辑的有穷框架性

有了第四节的结果#我们可以有根有据地把
e'fjUj

的一切正规扩充都看成反欧的传递逻辑#因为

它们都有适于自己的一类反欧的传递框架"不仅如此#它们还都是完全的#都被一类反欧的传递框架所

/

!$

/
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刻画"进一步说#这类框架还能不太大#至多是有穷的"本节的主要任务正是要设法建立!

命题
!

!

每个反欧的传递逻辑
J

都具备有穷框架性#就是说#对
J

的任何非定理
%

#存在一使
J

有

效但证伪
%

的有穷框架"

不过#我们真正去证的并不是这个命题#而是表面上弱得多的,,,

命题
1

!

每个反欧的传递逻辑
J

都具备有穷模型性#就是说#对
J

的任何非定理
%

#存在一使
J

有

效但证伪
%

的有穷模型"

&弱得多'是假象#留待后文去说"要声明的是#塞格伯格已经极其一般地证明过一切深度为有穷的

传递逻辑都具备有穷模型性和有穷框架性!

#我们只是用更为径情直遂的方法把他的大结果的一种局

部情况重证了一次"看来我们的方法也有它的妙处"

证明
!

令
J

是一反欧的传递逻辑#

%

是
J

的非定理#

g

,

M

0

R

,

#

V

,

#

H

,

1是
J

的典范模型
g

J

由点
,

所生成的子模型#而且
g

,在点
,

上证伪
%

"第四节讲得很清楚#点生成模型
g

,的底部框架只可能出现

三种情况"现在#让我们分情况说明#如何从
g

,定义出一个有穷模型
gjM

0

Rj

#

Vj

#

Hj

1#它能使
J

有

效但证伪
%

"

情况
#

#

g

,的底部框架由单个死点
,

组成"令
gjMg

,

"

情况
&

#

g

,的底部框架由非萎团
9

*

,

+组成"仿情况
!

#取那里
gj

不含死点的部分"

情况
!

#

g

,的底部框架由非萎团
9

*

,

+与死点集
D

组成#而且#对每个死点
,j

(

D

都有
9

*

,

+

4

,j

"这

时#令
1

是出现在
J

的非定理
%

中的全体命题字母的集合#令
A

是只含
1

中命题字母的全体模态公式的

集合"在
R

,上定义一等价关系
6

A

!

!

6

A

"

当且仅当在
g

,中对每个
2(

A

#

2(

!

32(

"

"

然后规定

gjM

0

Rj

#

Vj

#

Hj

1#

此处#

RjM

:8

!

9

A

!

!

(

R

,

;#8

!

9

A

Vj

8

"

9

A

当且仅当
!V

@

"

#8

!

9

A

(

Hj

*

?

+当且仅当
?

(1

并且
!

(

H

@

*

?

+"

容易看出#

gj

无非是模态语义学里司空见惯的某种&商结构'"不过#

A

是无穷集#关系
6

A

把
R

,划分成

有穷多个
A

Z

等价类仿佛是可疑的"请不必担心"事实上#从语义特性看#给定无穷模型
g

,其实十分简

单#因为#对所有公式
2

#我们都有

对任何
!

#

"

(

9

*

,

+#

+

2(

!

3

+

2(

"

对任何
,j

(

D

#

+

2(

,j

而
*

24

,j

这意味着在
g

,中一切活点都证实相同的&模态原子公式'#其间的差异可以仅仅归结为所证实的命题字

母也许不同$一切死点也如此"现在让我们在
R

,中定义另一等价关系
6

1

!对任何
!

#

"

(

R

,

#

!

6

1

"

当且仅当*

!

#

"

(

9

*

,

+并且
!

.

1

M

"

.

1

+或者*

!

#

"

(

D

并且
!

.

1

M

"

.

1

+"

显而易见#等价关系
6

A

与
6

1

是一回事$对每个
!

(

R

,

#8

!

9

A

M

8

!

9

1

"因此#

RjM

:8

!

9

A

!

!

(

R

,

;

M

:8

!

9

1

!

!

(

R

,

;必定是有穷集#就是说#

gj

必定是有穷模型"

现在#只要把
A

Z

等价类8

!

9

A

中所有点都射到8

!

9

A

上#便得到一从
g

,到
gj

的
?

Z

同态
<

#同时
<

在
1

中的命题字母上可靠"因此#

g

,与
gj

模
A

等价#足见有穷模型
gj

跟
g

,一样证伪
J

的非定理
%

#而且也

是在它的生成点8

,

9

A

上证伪
%

"

剩下的事是表明模型
gj

仍使
J

有效"设
2

被
gj

证伪"令
2

,是把
7

代入不在
1

中但在
2

中的命题

字母的结果"从赋值
Hj

的定义立刻懂得#

2

,也被
gj

证伪"既然
g

,与
gj

模
A

等价而
2

,

(

A

#

2

,同样

会被
g

,证伪"足见
2

的代入特例
2

,不是
J

的定理#

2

本身自然也不是"反过来说#如果
2

是
J

的定理#

2

必在
gj

中有效" 证毕"

读者应当注意#在方才的有穷模型性证明中我们所用的有穷模型是所谓的&可区分模型'"根据塞

格伯格的一个著名结果#如果
J

在代入下封闭#如果
gM

0

W

#

H

1是有穷的可区分模型#那么
J

在
g

中

/

'$

/
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B
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B
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杜
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有效蕴涵着
J

在
W

中有效!

"既然如此#既然正规逻辑按定义都是在代入下封闭的#我们的证明已经直

截了当给出了所有反欧的传递逻辑的有穷框架性"

六%插议!三类反欧传递逻辑及其框架

后两节的内容要求我们给反欧性研究注入一种令常人怪异的眼光"源于英国人麦金森的这种眼光

原是极其自然的#却至今被模态学者慢待了"

每个正规逻辑
J

的全体正规扩充构成一个格#可以记为
_EF@J

"我们给格
_EF@e'

及其子格

_EF@e'fjUj

画一张&地图'#然后来解释麦金森的逻辑分类法"

图
#

!

格
,=>59"

及其子格
,=>59";:;<;

图
!

中几个特大逻辑的定义如下!

!!

W?+Me

/

7

MJ?

B

5

!!!!!!!!!

*

5

指空框架+

!!

f+1aMe

/

?

6

+

?

MJ?

B0!!!

*

0

表示单自返点框架+

!!

K/5Me

/

+

?

MJ?

B

/

!!!!!

*/表示单禁自返点框架+

!!

_,.@Me

/

?

$

+

?

MJ?

B

*

0

/+

!!

*

0

/是框架
0

与/的不相交并+

模态逻辑格论研究的第一个有分量的结果大概要算,,,

麦金森定理
!

任何一个一致的正规逻辑
J

都是
f+1a

的子逻辑或者是
K/5

的子逻辑"换言之#

J

(

_EF@e

0

*

J

7

W?+

0

J

'

f+1a

8

J

'

K/5

+

"#

"

根据麦金森定理#我们将一致正规逻辑分为三类"凡是只包括在
f+1a

中的#属于无谓型$凡是只包

括在
K/5

中的#属于无稽型$最后#同时包括在
f+1a

和
K/5

中的,,,即包括在
_,.@Mf+1a

.

K/5

中

的,,,属居间型"这个分类法自然也完全适用于传递逻辑和反欧传递逻辑"

e'

#

D'Me'

/

*

!

#

T'Me'

/

+7

8

*+7

分别是
_EF@e'

中最小的居间型%无谓型和无稽型逻

辑"

*

!

和
+7

8

*+7

分别反映两种很基本的关系性质!

持续性,,,

!

!

.

*

!

+#读作&每个世界是活点'"

濒死性,,,

!

!

*

&.

*

!

+

8"

"

*

!V

"

#&.

*

"

++#读作&每个世界不是死点便是濒死点'"

与此相仿#

e'fjUj

#

D'fjUj

#

T'fjUj

分别是
_EF@e'fjUj

中最小的居间型%无谓型和无稽型逻辑"读者

必须注意#

D'fjUjM>*

"这说明
e'fjUj

的无谓型扩充无非是
>*

及其真扩充"

现在可以很准确地把握住三类反欧传递逻辑的框架有什么特征"当然#这些框架一定不出图
&

中

3

#

/

#

2

的范围#为便于记忆#我们称
3

为&黑子'#

/

为&球'#

2

为&仙人球'"

/

*$

/

!

"

#

e)>,

B

,+/,+

B

).*E--6

"

4*F76--43675)167')

8

439
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&
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在
_EF@e'fjUj

中#当
J?

B

W

属无谓型或无稽型时#

W

既可以是点生成的又可以是若干点生成框架

的不相交并"只描述前者的特征就行了"

设
J?

B

W

属无谓型"鉴于
*

!

(

J?

B

W

#

W

具持续性#只含活点#所以是一只球"

设
J?

B

W

属无稽型"鉴于
+7

8

*+7

(

J?

B

W

#

W

具濒死性"如果它只含死点#它是一个黑子#否则

它是一只仙人球"

稍费心思的是居间型的
J?

B

W

"姑且假定
W

是点生成的"这时#

W

不能是黑子#也不能是球#因而深

度应为
&

"在
W

的终端#必须有死点#否则
J?

B

W

变成无谓型的$又必须有活点#否则
J?

B

W

变成无稽型

的*仙人球+"但是#兼有死终点与活终点的点生成框架根本不会是反欧的"

这样看来#对于居间型逻辑
J?

B

W

#

W

只能是无谓型框架*球+与无稽型框架*黑子或仙人球+的不相

交并"例如说#假使把
_EF@e'fjUj

中最小居间型逻辑
e'fjUj

看成一框架
W

上的逻辑
J?

B

W

#

W

不会是

点生成的#但可以是一只最大球与一只最大仙人球的不相交并!

最大球是
_EF@e'fjUj

中最小无谓型逻辑
D'fjUj

的框架#最大仙人球是
_EF@e'fjUj

中最小无稽型逻

辑
T'fjUj

的框架"

七%从可有穷公理化到可判定性

前面已经证明过反欧传递逻辑具备有穷框架性"一旦证明它们也是可有穷公理化的#便自动得出

它们都是可判定的"

命题
2

!

每个反欧传递逻辑
J

都是可有穷公理化的"

证明!我们要利用麦金森分类法所提供的眼光,,,辅以范因的技术!

,,,来处理这个有点麻烦的

问题"

情况
&

!

J

属无谓型

依照上节的说明#

J

是球的逻辑,,,

>*

或其真扩充"

>*Me'fU

#

>*

的每个真扩充可表述为
>*

/

K0@

4

的形式#它们都有一有穷的公理集"

情况
$

!

J

属无稽型

依照上节的说明#

J

或是黑子的逻辑或是仙人球的逻辑"黑子的逻辑就是
K/5M e

/

+

?

#除
e

的

公理外只添了一条公理"仙人球的逻辑虽然多种多样#却也无例外地可有穷公理化"好就好在仙人球

的结构实在简单"

对一个由点
,

所生成的仙人球
W

#只有两个参数是重要的#一是非萎团
9

*

,

+的基数#一是在
9

*

,

+后

面的死点集
D

的基数"假定
W

的这两个参数依次为正整数
6

和
@

#我们把有序数偶
9

M

*

6

#

@

+叫做
W

的

关联数偶*

015@

+#把
W

叫做数偶
9

M

*

6

#

@

+的关联框架"我们还说数偶
9

M

*

6

#

@

+覆盖数偶
:

M

*

3

#

1

+#如果

6

8

3

并且
@

8

1

"懂得
?

Z

同态的人一眼便能看出

引理
&

!

令
9

和
:

分别是仙人球
W

和
N

的关联数偶"如果
9

覆盖
:

#那么存在一从
W

到
N

上的
?

Z

同态

映射"

关于数偶本身#有一简单的组合论结果是不久就要引用的!

引理
$

!

如果
9

#

#

9

&

#

9

!

#6是一无穷的数偶序列#那么它必定包含一无穷子序列
9

h

#

#

9

h

&

#

9

h

!

#6#对
4

9

/

$$

/

!e)W14,)

&

J?

B

1252?4@31414

B

>')!

'#

G&4,-3%04

<

,

<

H0(6,%&(6,4-3%&')

8

4C2*1I02*176

8

&*1&056,%&(6,4C

#

#(7#

#*

#7

+#

--

)!7#

(

!7$)



杜
!

珊 等!模态镜子里的反欧性

%

#

9

h

4

覆盖
9

h

%

"

我们略加论证"对每个
4

8

#

#令
9

4

M

*

6

4

#

@

4

+#称
6

4

为
9

4

的前项#称
@

4

为
9

4

的后项"很明显#用有穷多

个互异数充前项#又用有穷多个互异数充后项#永远只能得出有穷多个互异数偶"现在#:

9

4

;

4

8

#

是无穷

多个互异数偶的集合"所以#要么前项集:

6

4

;

4

8

#

是无穷集#要么后项集:

@

4

;

4

8

#

是无穷集"为确定计#假

定前项集:

6

4

;

4

8

#

是无穷集#于是从前项序列
6

#

#

6

&

#

6

!

#6中能抽出一无穷的递增子序列
6

C#

4

6

C&

4

6

C!

4

6"然后看后项集:

@

C4

;

4

8

#

"如果它也是无穷的#从后项序列
@

C#

#

@

C&

#

@

C!

#6中也能抽出一无穷的递

增子序列
@

7#

4

@

7&

4

@

7!

4

6$如果它是有穷的#在后项序列
@

C#

#

@

C&

#

@

C!

#6中至少要有某一数
@

0

重复出

现无穷多次"但是#无论是哪一种情况#无穷的数偶序列
9

#

#

9

&

#

9

!

#6中会有一无穷子序列
9

B

#

#

9

B

&

#

9

B

!

#

6#其中每个数偶
9

h

4

被后一数偶
9

B

4k#

所覆盖"

引理
#

!

不存在仙人球逻辑的严格上升序列
J

#

;

J

&

;

J

!

;

6"

假定相反"就是说#对每个
4

8

#

都存在一模态公式
%

4

使得
%

4

:

J

4

但
%

4

(

J

4k#

#

J

4k&

#

J

4k!

#6"根据

仙人球逻辑的有穷框架性#对每个
4

8

#

都有一有穷的仙人球
W

4

#

W

4

使
J

4

有效但
W

4

证伪
%

4

"把
W

4

的关联

数偶记为
9

4

#考虑无穷数偶序列
9

#

#

9

&

#

9

!

#6"按引理
&

#该序列含有一无穷子序列
9

B

#

#

9

B

&

#

9

B

!

#6#对
4

9

%

#

9

B

4

覆盖
9

B

%

"再转向对应的仙人球序列
W

B

#

#

W

B

&

#

W

B

!

#6"按引理
#

#对
4

9

%

#存在一从
W

B

4

到
W

B

%

上的
?

Z

同态"然而#这会引起矛盾"一方面#已知
W

B

4

证伪
%

B

4

"另一方面#

W

B

4

是
W

B

4k#

的
?

Z

同态象#

W

B

4k#

又使
%

B

4

(

J

B

4k#

有效#因此
W

B

4

也会使
%

B

4

有效#而不会使它失效"

读者想必记得!

塔斯基判据
!

正规模态逻辑
!

(

_EF@J

"

在
J

"

上不可有穷公理化当且仅当存在一
_EF@J

"

中的逻辑

的严格上升序列
J

#

;

J

&

;

J

!

;

6使得
!M

/

4

9

"

J

4

"

把这条判据应用到我们的仙人球逻辑
J

(

_EF@T'fjUj

#从引理
!

可以论定
J

可有穷公理化"

情况
#

!

J

属居间型

依照上节的说明#

J

只能是若干无谓型逻辑:

Jj

4

;

4

(

c

与若干无稽型逻辑:

Jjj

B

;

B

(

[

的交"取
JjM

.

4

(

c

Jj

4

*它当然是无谓型的+和
JjjM

.

B

(

[

Jjj

B

*仍是无稽型的+#我们有
JMJj

.

Jjj

"根据情况
#

和情况
&

中已有的结果#

Jj

和
Jjj

可有穷公理化"令
JjMe'fjUj

/%

#

JjjMe'fjUj

/2

#此处
%

与
2

不含相同的命

题字母"如所周知#这时
JMe'fjUj

/

+

k

%8

+

k

2

#足见
J

可有穷公理化" 证毕"

系理
&

!

每个反欧传递逻辑都是可判定的"

八%

,=>59":;<;

中濒表格逻辑的两极化

我们对反欧传递逻辑的初步研究已经能够显示历来无人问津的格
_EF@e'fjUj

的一些颇为有趣的

性质"例如#既然有穷模态公式集总共只有可数多个#从第七节的可有穷公理化结果可以推出
_EF

Z

@e'fjUj

不大#只含可数多个逻辑"又例如#既然有穷公理化的有穷深度逻辑都是所谓的&有穷并裂

口'#因而都是所谓&框架逻辑'

!

#那么格
_EF@e'fjUj

是由框架逻辑组成的"

不想谈得太深#但
_EF@e'fjUj

中濒表格逻辑的分布问题恐怕不可不谈"

一个有穷框架
W

上的逻辑
J?

B

W

叫做表格逻辑"正规逻辑格
_EF@J

"

中的逻辑
J

#如果它本身不是

表格的但它在该格中的一切真扩充都是表格的#就称作濒表格的"毫无疑问#任何濒表格逻辑一定是某

单一可数框架
W

上的逻辑
J?

B

W

#却绝对不会是另外两个互不包含的逻辑的交"既然
_EF@e'fjUj

中的

居间型逻辑全是这样两个逻辑的交#可见这个格里压根儿不存在居间型的濒表格逻辑. 濒表格逻辑位

于两极是这个格的一个很根本的特征#在图
!

中早有清楚的表现"

_EF@e'fjUj

中唯一的无谓型濒表格逻辑是最大球的逻辑
>*MD'fjUj

"然而#无稽型濒表格逻辑

却有两个!

/

7$

/

!K)9:3

B

+?a

#

g)C3O:3+

Q

352:,a)5)167')

8
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T'fjUjW

k

MT'fjUj

/

+

*

+

?

$

J

+

8

*

*+

k

J

$

?

+

T'fjUjPMT'fjUj

/

?

$

+

*

*

?

$

?

+

这里
W

k对应于关系条件
!

!

!

"

*

!V

"

#&

*

"

V!

+

$!

#

*

!V#

#

#

/

"

$

#V

"

++#

P

则对应于
!

!

!

"

!

#

*

!V

"

#

"

V#

$

!M

"

8

"

M#

+"正因为如此#虽然这两个逻辑同为仙人球逻辑#但
T'fjUjW

k的刻画框架是最大

钉*见图
'3

+#

T'fjUjP

的刻画框架是最大扇*图
'/

+#都不象仙人球了"

图
"

!

逻辑
?

":;<;7

@与
?

":;<;A

的刻画框架

两极化现象算不上最有趣#毕竟在某些热门格*如象
_EF@e')!

+里也没有居间型濒表格逻辑"更

有趣的恐怕是&临界'现象"

两年前#本文第一作者曾这样写道!&麦金森分类法也引起若干涉及居间型的濒表格逻辑与非表格

逻辑的问题"按麦金森定理#每个居间型逻辑
J

(

_EF@e'

都有无稽型扩充与无谓型扩充"66如果

这个居间型
J

只是非表格的#

J

会不会具备那么一种2临界性3#即
J

的一切濒表格扩充都是无稽型的

或者都是无谓型的- 这是一个真正费解的难题"'

!

在
_EF@e'fjUj

中#居然能不费周折就找到了&临界的'居间型非表格逻辑#这里只提两例"

例
#

#

e'fjUj

/

+*

!

"它的公理
+*

!

反映关系条件
!

!

!

"

*

!V

"

$.

*

"

++#读作&每个活点只有活

后继'"除了无谓型的
>*

#它不可能有别的濒表格扩充"

例
&

#

e'fjUj

/

*

*

?

#

*

!

+

$

?

"它的额外公理反映
!

!

!

"

*

!V

"

#.

*

"

+

$

!M

"

+#读作&每个活点只

以自身为活后继'"它唯一的濒表格扩充是无稽型的
T'fjUjP

#即最大扇的逻辑"烦读者自己设计一

仅以
T'fjUjW

k为濒表格扩充的居间型逻辑"

尽管本文止步于此#但我们的研究显然可以继续深入下去"从反欧性的模态不可反映这样的小问

题出发#我们对反欧传递逻辑有了进一步的认识#并且解决了之前一些悬而未决的问题"相信这样的研

究过程决非孤例"
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