
第
!"

卷 第
#

期
$%&&

年
'

月
()*+!"+,)+#

!

-.

/

$%&&+%!0

!

%11

""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""

弗雷格的逻辑主义之路
!

杨海波

摘
!

要!本文意在较为详细地考察弗雷格把算术还原为逻辑的工作"首先#我们指出(概

念文字)中的逻辑本质上是完整的二阶逻辑#并介绍弗雷格对数学归纳法的处理$其次#我

们简单地讨论(算术的基本定律)中的逻辑$最后#仿照
U.+

B

,55

与
P,2O

的著作#我们给出

一个大致符合弗雷格想法的逻辑#在此基础上讨论弗雷格如何发展算术%罗素悖论的产

生%弗雷格的修改以及蒯因的证明"

关键词!弗雷格$逻辑主义$罗素悖论$二阶逻辑

众所周知#在
#%

世纪后期#弗雷格试图把算术还原为逻辑#论证算术真理就是逻辑真

理"弗雷格的这个想法被后人称为逻辑主义想法"

算术中处处是等式%方程%意在指称似乎作为个体对象数*自然数%有理数%无理数%复

数等+的数字%变元以及各式各样的函数*如加%减%乘%除等运算+表达式"与其它学科相

比较#算术的演算规则*比如等式两边加上相等的数量后等式保持不变等规则+更为明确#

符号简单且少歧义"为此#弗雷格想模仿算术语言建立一套语言!

#讨论包括一些特殊的

函数*如常见的真值联结词所表达的真值函数%量词所表达的函数"

%等词所表达的函

数+%一般的函数或概念*如与自己不相等这个概念+以及一些特殊的对象*比如函数的外

延+"在这样清楚的语言基础上#他尝试建立一个函数与函数的外延的演算#这个演算由

一些关于这些函数与函数的外延的最一般的真性质作为公理#根据明确的推理%变换或演

算规则#得出关于这些函数与函数的外延的最一般的真理或定理"弗雷格期望所有常见

的算术真理都是这个演算的定理$或者说#根据某些恰当且自然的定义#算术真语句只是

这个演算的定理根据定义的缩写"在弗雷格看来#他的演算系统是最一般的演算系统或

是逻辑系统"如果上述期望能够实现#他也就完成了算术的逻辑还原"

为了具体地实现这个想法#他创见性地给出一些哲学分析与区分#并且构造较为严格

的逻辑系统%给出严格的定义来展现算术的逻辑还原"很可惜#由于罗素悖论#他的系统

是不一致的"为避免罗素悖论#弗雷格曾给出一个匆忙的修正#而这个修正也被后人明确

地证明是不成功的"

本文结合弗雷格本人的主要著作#较为详细地考察他的逻辑以及他的逻辑主义还原工

作"为此#我们首先考察他在(概念文字)

#中对数学归纳法富有创见性的处理"接下来#

结合他本人的逻辑系统#我们给出一个大致符合弗雷格想法的逻辑或理论"在此基础上

!

"

#

其实#弗雷格的(概念文字)的全名是!(概念文字#一种为表达纯粹思想而模仿算术语言建立的公式语言)"

按弗雷格的理解#存在与全称量词是二阶概念*函数+名称"
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我们讨论弗雷格如何发展算术%罗素悖论如何产生以及为什么他的修改是不成功的"

一%(概念文字)中的一个定义与数学归纳法

在
#%7(

年发表的(概念文字)中#弗雷格给出了第一个现代谓词逻辑公理系统"按现在的标准来

看#他的系统及对系统的说明中有诸多不足之处#比如对语法和语义区分得不够清楚%语言的形成规则

不明确以及推理中使用的代入规则没有被明确列举出#进而诸多可判定性条件是否满足也不是很清楚"

由于存在这些不足#我们只能说弗雷格的系统是一个初步自足的谓词逻辑系统!

"从语法上来看#弗雷

格明确用量词对函数符号或谓词进行约束#从而我们可以认为他的系统语言至少是二阶语言"在(概念

文字)中#弗雷格曾用带二阶量词的公式代换函数或谓词变元"根据
U??0?5

在(读概念文字)

"

*第十

章+一文中的详细论证#这种做法等价于使用了完整的二阶存在概括规则"由此#我们可以说#弗雷格

(概念文字)中的逻辑本质上是完整的二阶逻辑#

"

考虑到弗雷格对依赖于直观理由的证明与纯粹的逻辑证明的明确区分#要把算术还原为逻辑#除

了构造明晰的逻辑系统之外#数学归纳法也是不可避免的一个麻烦#因为它的成立似乎依赖于我们对自

然数序列的某种直观#而不仅仅依赖于逻辑推理"为了处理这个麻烦#弗雷格创造性地给出了一系列定

义#使用这些定义#加上普通的逻辑规则#足以保证数学归纳法成立#而这正是他在(概念文字)第三部分

讨论的主要想法"下面#我们用现代的语言来简单地讨论弗雷格的这个想法"

假设
V

是集合
K

上的一个二元关系#我们可直观上确定一个新的二元关系
V

,

#使任给
3

#

/

;

K

#

V

,

3/

当且仅当存在有穷多的
3

#

#

3

&

#6#

3

4

;

K

*

4

8

&

+#使
V3

1

3

1k#

*

#

5

1

5

48#

+且
3

#

M3

#

3

4

M/

*我们把

V

,

3/

成立的条件简称为
D

直观条件+"

通常#我们称关系
V

,是
V

的传递闭包#当
V

,

3/

成立时#我们也说
3

是
/

的
V

祖先"直观上#

V

,

3/

成立当且仅当有一条经过
3

且只通过有穷多点到达
/

的通路"考虑到
D

条件中有关键的有穷这个限制

条件#而一阶语言不能区分有穷与无穷#从而
D

条件无法用一阶语言来定义"为此#弗雷格给出
D

条件

*进而也是
V

,

3/

+的一个二阶定义!

V

,

3/M

IS

!

;

*

!

F

!

Q

*

;F

#

VF

Q

$

;

Q

+

#!

F

*

V3F

$

;F

+

$

;/

+*我们把定义式右边简称为
F

形式条件+"

其中#

!

F

!

Q

*

;F

#

VF

Q

$

;

Q

+是说性质
;

相对于关系
V

是一个遗传性质"这个定义是说!

V

,

3/

当

且仅当对任何的遗传性质#如果
3

的每一后继具有它#那么
/

就具有"

也许我们会问
F

形式条件是否准确地刻画了这个
D

直观条件"用数学归纳法#我们可以论证
D

条

件蕴含
F

条件"当
4M&

时#即
V3/

#那么显然有
F

条件成立"假设
4M6

时#

D

条件蕴含
F

条件"当
4M

6k#

时#设有
3

#

#

3

&

#

3

6

#

3

6k#

;

K

#使得
V3

1

3

1k#

*

#

5

1

5

6

+且
3

#

M3

#

3

6k#

M/

#由归纳假设#对任何的遗传

性质
;

#如果
3

的任意后继具有它#那么
3

6

就具有#而
V3

6

3

6k#

#由于考虑的是遗传性质#那么自然
3

6k#

*即
/

+也具有
;

#从而
F

条件也成立"注意#这里对遗传性质的条件的应用是不可或缺的#或者说#我们

不能从
D

条件得到!

!

;

*

!

F

*

V3F

$

;F

+

$

;/

+#再进而得到
F

条件"再考虑从
F

条件是否蕴含
D

条件"

假设不存在有穷多的
3

#

#

3

&

#

3

4

;

K

*

4

8

&

+#使得
V3

1

3

1k#

*

#

5

1

5

48#

+且
3

#

M3

#

3

4

M/

"考虑
V

,

3F

是一

带有一个自由变元的二阶公式#由完整的概括规则有性质
;

使得*

;F

<

V

,

3F

+#可以用简单的逻辑规则

来验证此性质也是遗传的#即!

!

Q

!

G

*

V

,

3

Q

#

V

,

Q

G

$

V

,

3G

+#也可以验证
!

F

*

V3F

$

V

,

3F

+#为此要得

到结论#我们只需要能够得到
&

V

,

3F

"而如果说
&

V

,

3F

是假设保证的#那么我们显然是循环论证"为

了避免循环论证#我们似乎只能求助一些非形式的说明或含糊的直观论证"比如#考虑&从
3

可有穷步

/

"7

/

!

"

#

&初步自足的'这一说法来自于王宪钧先生的(数理逻辑引论)#北京大学出版社
#(%&

年#第
&(!

页"
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在(概念文字)中#弗雷格常用复杂公式去代换函数变元甚至是个体变元#也用函数变元去代换约束的个体变元*参见(概念文字)

中公式
77

%

(&

与
(!

的证明+#这样#即使弗雷格没有明确给出二阶全称例示规则或公理#这个规则也成立#进而一般的二阶存在概

括规则也成立"由
!

F

*

WF

<

WF

+是定理#进而
"

N

!

F

*

NF

<

WF

+是定理"设
G

*

F

+是
W

不在其中自由出现的公式且只有
F

为其中的

自由个体变元#那么按弗雷格用复杂的公式去代换函数变元做法#可用
G

*

F

+代入
"

N

!

F

*

NF

<

WF

+中的
W

#可得
"

N

!

F

*

NF

<G

*

F

++"容易看出#当
W

是多元关系变元时#相似的论证也是成立的#这样#就论证了完整的二阶存在概括规则成立"
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达到'这个性质#这个性质是遗传的#并且
3

的直接后继都有这个性质#但由假设#

/

不具有这个性质#故

F

条件蕴含
D

条件"当然#这是一个直观的论证"由于
D

条件是一个直观条件#我们似乎无法用逻辑或

数学归纳法来无循环地从
F

条件论证
D

条件的成立!

"

利用这个定义#弗雷格可以很容易地定义出什么是有穷数或自然数#进而很容易地证明数学归纳原

则成立"假设我们定义了什么是数*可以包括自然数与无穷数+#定义了
"

与单值性的后继关系
>

#那么

定义
3

是一个自然数当且仅当
>

,

"3

或
3M"

#也就是直观上从
"

开始走有穷步可到达
3

#进而排除了无

穷数"这样#什么是自然数或有穷数就定义出来了"假设
"

具有性质
;

#且若任意
3

具有
;

#

>3

也具有

;

"若
3M"

#由假设的前半部分知
"

具有
;

#若
>

,

"3

#由假设的后半部分知
;

相对于关系
>

是遗传的#且

"

的后继都有
;

#根据
>

,

"3

的定义知道所有的自然数都有性质
;

#从而数学归纳法则成立"

一旦解决了数学归纳法这个麻烦#要把算术还原为逻辑#在弗雷格看来#只需用纯粹的逻辑概念来

恰当定义
"

#后继关系#广义的数以及自然数*有穷数+这几个概念#再用其所建立的逻辑系统地推出算

术的基本定律即可"为此#弗雷格
#%%'

年发表了(算术基础)

"

#意在批评经验主义%形式主义%抽象主

义与心理主义的数学观#并详细论证了他的逻辑主义想法#给出上述几个基本概念的定义#非形式地给

出一些基本定理的证明"到此为止#从数学层面上讲#要完全地把算术还原为逻辑只需要在其逻辑系统

中仔细地把定义与证明形式化即可#而这正是其
#%(!

年(算术的基本规律)

#这本书的主要目的"在

(定律)出版之前的两年#弗雷格相继发表了(函数与概念)*

#!"

页+%(概念与对象)*

#%#

页+与(涵义与指

称)*

#*#

页+三篇文章$

"在其中#他仔细地考量了一些在(概念文字)中*主要是语义方面+不明确的地

方#比如他明确地区分表达式与表达式的意义以及表达式的含义与表达式的指称$指出函数与对象之间

的不同$把函数*或概念+分为不同的级别$考查他在(算术基础)中定义自然数时用到的概念的外延这个

概念$论证陈述语句的指称为真值#语句的涵义为其表达的思想#以及用相同指称的表达式做代换后复

合表达式的指称不变等想法"

二%(算术基本定律)中的逻辑

相比较于(概念文字)中的逻辑#(定律)中的逻辑有了明显的改善"比如#他清楚地区分表达式与表

达式的指称%明确地列出一阶与二阶全称例示公理#对推理规则尤其是代入规则有了明晰的说明%对什

么样的公式是语言中的合适公式有了初步的说明%初步地给出了一些语言表达式*联结词与量词函数+

的语义解释#并在此基础上给出了一些公式是语义正确的论证"尽管如此#在今天看来#他在(定律)中

的逻辑仍有许多不足#比如语言的初始符号没有清晰给出#进而语言中公式的形成规则也不明确#有的

规则*如横线合并规则+也很难精确地说明"(定律)中的逻辑不论在语义上还是在语法方面都很复杂"

在语义方面#弗雷格讨论个体%函数的域值%

*或概念的外延+%一阶函数%二阶函数以及高阶函数"

如果把一阶理论或二阶理论的语义模型的结构称为它们的本体论的话#那么一般地我们可以说一

阶理论的本体论包括个体域与对语言中常量%函数符号或谓词的解释#它们分别为个体域中的个体与个

体域上有序
4

元组的集合"而二阶理论的本体论可以认为它包括一个体的集合以及对语言中一阶常

量%一阶函数符号或谓词%二阶常量%二阶函数符号或谓词的解释#它们的解释分别为个体域中的个体%

个体域上有序
4

元组的集合%个体域上的集合与个体域上有序
4

元组的集合的集合"在这样的语义下#

二阶量词的取值范围为个体域的幂集"当然#我们也可以限制二阶量词的取值范围#比如我们可以要求

二阶变元的取值范围是一阶个体域的幂集的对布尔运算封闭的某个子集#进而要求二阶常量与谓词分

/

#7

/

!

"

#

$

%

有趣的是#弗雷格用遗传性来定义自然数的想法被罗素等人完全地继承了下来#现代集合论中用所有归纳集的交集来定义自然

数的想法与弗雷格的想法也完全是一致的"

参见
N?@@0?/W+,

B

,)$%&=)2*16,4)*-)

<

.04,%(&,43

!

.')

8

43)N(6,%&(6,4367E*

J

240

"

4*,),%&F)*3&

?

,)

<

+2(@&0)\FS?+I

!

U032O],00

#

5,2?4I+,a15,I,I1@1?4

#

#(7')

参见
N?@@0?/W+,

B

,)$%&M6-43'6O-)

<

.04,%(&,43)U,+O,0,

Q

!

4̀1a,+51@

Q

?S9301S?+413

#

#($7)

我们约定#在后文中把(算术基本定

律)简称为(定律)#且若无特别标注#后文中直接出现引用的章节与页码都是指的这本书中的章节与页码"

参见
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大致相当于我们今天所说的函数的图这个概念"
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别取此子集中的集合与此子集中集合的有序
4

元组的集合为值"显然#前一种模型是后种模型的特殊

情形"弗雷格那里还没有清晰的语义模型以及真理定义这些概念#但作为类比#我们可以根据弗雷格的

相关文字考虑他的逻辑背后的*想要的或心目中的+语义模型的结构或他的逻辑的本体论"

#)

弗雷格的语义模型中包含两类元素#分别是个体对象的类与函数的类"由于弗雷格认为函数与

个体对象是截然不同的#这两类不交"但是二者之间却有某种联系#即#每个函数都有域值#并且其域值

是个体对象#属于个体对象的类"

&)

如上函数的类分成不同的子类"这是因为弗雷格把函数分成不同的阶*

0,a,0

+"一阶函数是其变

元只以个体对象为取值的函数"二阶函数是需要以一阶函数为变元取值并且最高只以一阶函数为变元

取值的函数#比如一个函数表达式有两个空位#其中一个空位需要以个体名字来填充#而另一个需要以一

阶函数的名字来填充#我们把这样的函数表达式看做一个二阶函数的名字"类似地#三阶函数是需要以二

阶函数为变元取值并且最高只以二阶函数为变元取值的函数#如此这般可以构造更高阶的函数"由于弗

雷格的著作中最高只出现了三阶函数*二阶量词所表达的函数+#我们可以简单地认为如上函数类分成三

子类*

ll&#

(

&&

#

--

)7&

(

7$

+"

!)

如上函数类的每个子类又分成不同的小类"这是因为弗雷格不但把函数分阶#根据函数的表达

式空位的数目与这些空位所需要取值的类型#他还把函数分成不同类型*

@

Q-

,

+#比如一阶函数类可以根

据其空位的多少分成无数个小类"而二阶函数类就会更为复杂#比如它的前几个小类可描述如下!小类

#

#只有一个空位的二阶函数#因其是二阶函数#它的空位必须以一阶函数来填充"小类
&

#具有两个空位的

二阶函数#并且其第一个空位以个体为取值#第二个空位以一阶函数为取值"小类
!

#具有两个空位的二阶

函数#并且其第一个空位以一阶函数为取值#第二个空位以个体为取值"小类
'

#具有两个空位的二阶函

数#并且其第一个空位与第二个空位都以一阶函数为取值"小类
*

#具有三个空位的二阶函数#并且其第一

与第二个空位以个体为取值#第三个空位以一阶函数为取值"6三阶函数也是类似*

l&!

#

-

)77

+"

')

数%域值与真值都是个体对象#一阶函数对包括它们在内的所有个体对象都必须有定义"概念只

是特殊的以真假为值的函数#概念与函数相似#函数与概念不同于个体对象"概念对所有个体对象都有

明确的规定#要么落在这个概念之下#要么不落在这个概念之下*

ll#

%

!

%

%

+"

*)

语言中个体常量取值为论域中个体#函数常量取值论域中相对应的函数类中的某个函数为值#比

如其中的函数
%

H

%

H

$

6

%

=

H

与
H

M

6

等"个体变元取值于个体对象域#函数变元取值于函数类"由于

有函数的域值这些非真值的个体对象#而
%

H

%

H

$

6

%

=

H

与
H

M

6

这些函数又可以取它们为变元的值#那

些今天理解为表达真值函数的联结词在弗雷格那里并不是真值联结词"比如#假设弗雷格的语言有&拿

破仑'与&凯撒'两个专名的话#&拿破仑
$

凯撒'就是一个指称为真的表达式"弗雷格对联结词函数&

H

$

6

'%&

=

H

'*否定+与&

H

M

6

'以及量词函数的语义刻画与我们今天通常的语义解释相似"

在语法方面#弗雷格引进了指示函数*或概念+域值的算子#用不同种类的符号表示约束变元与自由

变元"由于可以用函数的外延来表示函数#弗雷格只用到了三阶函数表达式#即约束一阶函数变元的二

阶量词#进而他的语言是二阶语言"

(定律)中逻辑的一阶部分*不考虑外延算子+大致是如下的一个逻辑#其中#初始联结词为否定%蕴

含与一阶全称量词与等词"考虑到弗雷格用二维图式来表示公式与推理#弗雷格允许把一个有多个前

件的蕴含式做不同的分析#使得在每种分析下#蕴含式的后件都不一样"考虑公式
I

#

$

*

I

&

$

*

I

!

$

I

'

++#在弗雷格记法下#我们可以认为
I

'

是蕴含式的后件#也可以认为*

I

!

$

I

'

+是蕴含式的后件#也可

以认为
I

&

$

*

I

!

$

I

'

+是蕴含式的后件#在如上的每一种分析下#尽管公式除后件的剩余部分不再是一

个公式#我们仍然把它称为此蕴含式的前件"下面在谈论的推理规则时候#我们遵从这个粗糙的约定"

公理
@

!

-

$

*

Y

$

-

+*

-

%

Y

为命题变元+*

l'7

#

-

)#"*

+"

公理
=

!

!

F;

*

F

+

)

;

*

Q

7

F

+*

;

是谓词符号#

Q

是个体变元+*

l'7

#

-

)#"*

+"

公理
B

!*

FM

Q

+

)

**

W

*

F

+

MW

*

Q

+++*

W

是谓词符号#

F

%

Q

是个体变元+*

l'7

#

-

)#"*

+"

公理
B

,

!

FMF

*

l*"

#

-

)##!

+"

/

&7

/



杨海波!弗雷格的逻辑主义之路

否定消去!

&&

-)-

*

l#*

#

--

)*(

(

$"

+"

否定引入!

-)

&&

-

*

l#*

#

-

)*(

+"

蕴含传递规则!从
I

$

1

与
1

$

J

是定理#则
I

$

J

是定理*

l#*

#

-

)*%

+"

合并前件规则!如
1

$

*

1

$

J

+是定理#则
1

$

J

是定理*

l#*

#

-

)$!

+"

前件消去规则!如
1

$

*

&

I

$

J

+与
1

$

*

I

$

J

+是定理#则
1

$

J

是定理*

l#$

#

-

)$'

+"

蕴含式前件重排规则!如果
I

#

$

*

I

&

$

*6*

I

*

48#

+

$

I

4

+6++是定理#则
I

[#

$

*

I

[&

$

*6*

I

[

*

48#

+

$

I

[4

+

6++也是定理#其中
I

[#

#

I

[&

#6#

I

[

*

48#

+

#

I

[4

是
I

#

#

I

&

#6#

I

*

48#

+

#

I

4

的一个重排*

l'%

#

-

)#"*

+"

后件概括规则!从
1

$

I

*

F

+是定理有
1

)

!

F

I

*

F

++也是定理#如
F

不在
1

中出现*

l#7

#

-

)$7

+"

量词对蕴含的分配!从
!

F

*

1

$

I

*

F

++是定理有
1

)

!

F

I

*

F

++也是定理#如
F

不在
1

中出现*

l#7

#

-

)

$7

+"

分离规则!从
I

$

1

与
I

是定理可以得到
1

也是定理*

l#'

#

-

)*7

+"

假言易位规则!从
I

$

1

是定理可以得到
&

1

$&

I

也是定理#反之也成立*

l#*

#

-

)*(

+"

再加上常见的对命题变元的代入规则%自由变元代入规则%约束变元易字规则与谓词变元代入规则"

在这个系统中#我们可以证明全称量词对蕴含的分配这条原则是定理!

#)

!

F

*

1

*

F

+

$

I

*

F

++

)

*

1

*

Q

+

$

I

*

Q

++*公理
=

做代入+$

&)

1

*

Q

+

$

*

!

F

*

1

*

F

+

$

I

*

F

++

)

I

*

Q

++*

#

#蕴含式前件重排规则+$

!)

!

F

1

*

F

+

)

1

*

Q

+*公理
=

做代入+$

')

!

F

1

*

F

+

$

*

!

F

*

1

*

F

+

$

I

*

F

++

)

I

*

Q

++*

&

%

!

%蕴含传递规则+$

*)

!

F

1

*

F

+

$

*

!

F

*

1

*

F

+

$

I

*

F

++

)

!

F

*

I

*

F

+++*

'

%后件概括规则%上面的粗糙约定+$

$)

!

F

*

1

*

F

+

$

I

*

F

++

$

*

!

F

1

*

F

+

)

!

F

*

I

*

F

+++*

*

%蕴含式前件重排规则+"

在(定律)中的逻辑里#弗雷格似乎有意的去掉了(概念文字)中的蕴含自分配公理*

-)

*

Y)

+

++

)

**

-)Y

+

)

*

-)

+

++#进而它的命题逻辑部分是否完全也是问题"我们在下面所采用的常见完全的一阶

系统与弗雷格自身的系统也许会有些差异"

三%二阶理论
7B

下面#参考
U.+

B

,55

! 与
P,2O

" 的著作#我们给出一个大致符合弗雷格想法的二阶逻辑
WJ

!

='

语言的初始符号!

指示个体的变元符号!

F

#

Q

#

G

#

F

#

#

Q

#

#

G

#

#6$

指示概念或函数的变元符号!

;

#

W

#

V

#

;

#

#

W

#

#

V

#

#6*对每个
4

#都有无穷多个
4

元函数变元+$

外延算子!

m

$

通常的真值联结词%量词与等词符号$

='

的项与公式的定义!

#)

个体变元符是项$

&)

如果
@

#

#

@

&

是项#则
@

#

M@

&

是公式$

!)

如果
W

与
T

是函数符号#则
WMT

是公式$

')

如果
W

是
4

元函数符号#

@

#

#

@

&

#6#

@

4

是项#则*

W@

#

#

@

&

#6#

@

4

+是公式$

*)

设
W

是函数符号#则
mW

是项$

$)

如果
I

#

1

是公式#则
I

#

1

#

I

8

1

#

I

$

1

#

&

I

都是公式$

7)

设
F

是个体变元#

I

是任意公式#则
!

F

I

是公式*

"

F

I

是
&!

F

&

I

的缩写+$

%)

设
W

是函数变元#

I

是任意公式#则
!

W

I

与是公式*

"

W

I

是
&!

W

&

I

的缩写+$

/

!7

/

!

"

[?:4U.+

B

,55)=4!4*

8

=0&

8

&);+142,@?4

!

;+142,@?4 4̀1a,+51@

Q

;+,55

#

&""*)

V12:3+IP,2O)

&

f:,9?4515@,42

Q

?S;+,I123@1a,W+3

B

6,4@5?SW+,

B

,

3

5N+.4I

B

,5,@G,I,+K+1@:6,@1O

'#

Q4-,)0

"

6*1>%47)-)

?

%

"

)

<

')

8

43

#

#(($

#*

#7

+

)
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除此之外没有其它的项与公式!

"

='

的公理系统!

WJ

的公理系统为常见的带等词的一阶公理化逻辑系统加上如下公理与规则!

#)

二阶全称例示公理!

!

W

I

*

W

+

$

I

*

;

+#其中
;

对
I

中的
W

是代入自由的"

"

&)

二阶存在概括公理!如果
W

在
I

*

F

#

#

F

&

#6

F

4

#

Q

#

#

Q

&

#6#

Q

6

+*

6

8

"

#

4

8

#

+中不自由出现#则
"

W

!

F

#

F

&

6

F

4

*

WF

#

F

&

6

F

4

#

Q

#

#

Q

&

#6#

Q

6

<

I

*

F

#

#

F

&

#6

F

4

#

Q

#

#

Q

&

#6#

Q

6

+是系统的定理"

这条公理是弗雷格的代入规则的等价形式#弗雷格的代入规则为!*

3

+如
G

*

3

#

/

#

2

6+是定理#则
G

*

F

7

3

#

Q

7

/

#

G

7

2

6+也是定理#其中
3

#

/

#

2

是出现在
G

中的个体变元#

G

*

F

7

3

#

Q

7

/

#

G

7

2

6+是指用个体变元

或个体名字
F

#

Q

#

G

6等来同时完全替换公式
G

中的个体变元
3

#

/

#

2

6所得到的结果"*

/

+如果
G

*

3

#

/

#

2

#6+是定理#则
G

*

;

7

W

#

T

7

g

#

V

7

_

6+也是定理#其中
W

#

g

#

_

是出现公式
G

中的一阶函数*或概念+

变元#

G

*

;

7

W

#

T

7

g

#

V

7

_

6+是指用一阶函数变元或名字
;

#

T

#

V

6等来同时完全替换公式
G

中的函数

变元
W

#

g

#

_

6#只要求被替换的函数变元与替换的函数变元或名称具有相同的目数*

l'%

#

--

)#"7

(

#"%

+"按照
U??0?5

(读概念文字)*第十章+中的论证#可以证明二阶概括规则成立"设
W

是一元函数符

号*多元的情况相仿+#可知
!

F

*

WF

<

WF

+是定理#那么由普通的二阶存在引入规则知
"

N

!

F

*

NF

<

WF

+是

定理#其中
N

是一元函数符号"设
G

*

F

+是一个
N

不在其中自由出现的公式#并且只有
F

为其中的个体自

由变元#那么在弗雷格看来#

G

*

F

+也是一个一元一阶函数符号#进而根据上述规则*

/

+#可用其代入
"

N

!

F

*

NF

<

WF

+中的
W

#可得
"

N

!

F

*

NF

<G

*

F

++"注意到
G

*

F

+可以是复杂的包含二阶量词的表达式#因而如上

就论证了完整的二阶存在概括规则成立"

!)

函数或概念相等的公理组!

!

;

!

W

*

;MW

<

!

F

*

;F

<

WF

++*二元函数的公理为!

!

;

!

W

*

;MW

<

!

F

!

Q

*

;F

Q<

WF

Q

++#多元函数变元的情况相似+

#

"

')

函数外延存在公理!

!

;

"

F

*

FMm;

+

$

"

*)

外延相等公理!

!

;

!

W

**

m;MmW

+

<

!

F

*

;F

<

WF

++*二元函数的公理为!

!

;

!

W

*

m;MmW

+

<

!

F

!

Q

*

;F

Q<

WF

Q

++#多元函数变元的情况相似+

%

"

$)

二阶全称概括规则!如果
I

*

W

+是定理#则
!

W

I

*

W

+也是定理&

"

根据二阶存在概括规则#如果
W

不在
I

*

F

#

#

F

&

#6

F

4

#

Q

#

#

Q

&

#6#

Q

6

+中自由出现#则
"

W

!

F

#

F

&

6

F

4

*

W

*

F

#

F

&

6

F

4

#

Q

#

#

Q

&

#6#

Q

6

+

<

I

*

F

#

#

F

&

#6

F

4

#

Q

#

#

Q

&

#6#

Q

6

+是系统的定理"再根据函数相等公理#可知
"

.

W

!

F

#

F

&

6

F

4

*

W

*

F

#

F

&

6

F

4

#

Q

#

#

Q

&

#6#

Q

6

+

<

I

*

F

#

#

F

&

#6

F

4

#

Q

#

#

Q

&

#6#

Q

6

+是系统定理"因此#我们可以

扩张语言#相应于每一个形如
I

*

F

#

#

F

&

#6

F

4

#

Q

#

#

Q

&

#6#

Q

6

+的公式#我们都引入一个函数或概念常量#

记为(

G

#

#

G

&

#6

G

4

!

I

*

G

#

#

G

&

#6

G

4

#

Q

#

#

Q

&

#6#

Q

6

+)

'

#而用
!

N

**

NM

(

G

#

#6#

G

4

!

I

*

G

#

#6#

G

4

#

Q

#

#6#

Q

6

+)+

<

!

F

#

#6

F

4

*

N

*

F

#

#6

F

4

#

Q

#

#6#

Q

6

+

<

I

*

F

#

#6

F

4

#

Q

#

#6#

Q

6

++作为新引进的函数常量的定义公理)

"由于

(

F

#

#

F

&

#6

F

4

!

I

*

F

#

#

F

&

#6

F

4

#

Q

#

#

Q

&

#6#

Q

6

+)

M

(

F

#

#

F

&

#6

F

4

!

I

*

F

#

#

F

&

#6

F

4

#

Q

#

#

Q

&

#6#

Q

6

+)#由定义公理

与全称例示公理显然有如下变换定理!(

F

#

#

F

&

#6

F

4

!

I

*

F

#

#

F

&

#6

F

4

#

Q

#

#

Q

&

#6#

Q

6

+)*

F

#

#

F

&

#6

F

4

#

Q

#

#

Q

&

#

6#

Q

6

+

<

I

*

F

#

#

F

&

#6

F

4

#

Q

#

#

Q

&

#6#

Q

6

+"而对于这个扩张后的语言的每个形如(

F

#

#

F

&

#6

F

4

!

I

*

F

#

#

F

&

#

6

F

4

+)的函数常量#相应的扩展形成规则
*

#我们可以得到相应的个体常量
m

(

F

#

#

F

&

#6

F

4

!

I

*

F

#

#

F

&

#6

F

4

+)"

/

'7

/

!

"

#

$

%

&

'

)

这个定义是模仿
P,2O

*

#(($

+*参见上一个注释+#

P,2O

在此文中用归纳的方式对项与公式一起定义"

其中的
;

与
W

是函数变元符号#由这条公理#我们可以得到简单的二阶存在引入规则#即如果
I

*

;

+是定理#则
"

W

I

*

W

+也是定理#

其中
;

对
I

中的
W

是代入自由的"这条公理对应于弗雷格那里明确给出的二阶全称例示公理"

这条并不是弗雷格的公理#我们为了方便而引进它#这只相当于一个缩写"

弗雷格在语言中引进了一个外延算子
A

7

#这个算子作用于任何一个函数后得到这个函数的域值*或图+"这相当于在语义中假设

了每个函数都有一个外延"我们用这条公理明确地把这个假设说出来"

这条公理对应于弗雷格的公理
K

"

这条规则对应于弗雷格对自由变元与约束变元的用法#参见*

l'%

#

-

)#"$

+"

这里的记法是模仿
U.+

B

,55

*

&""*

+"

在这样的规定下#同一公式可能有不同函数常量与其对应#但根据函数相等公理#我们能够证明对应于同一公式的不同函数常量相等"



杨海波!弗雷格的逻辑主义之路

四%在
7B

中发展算术

下面我们概要地考察弗雷格如何在
WJ

中发展算术"弗雷格要做的是在
WJ

中定义算术的基本概

念以及推出算术的基本定理"

设
W

#

N

是一元函数#定义
W

'

NM

IS

"

V

*

!

F

"

.

Q

VF

Q

#!

F

"

.

Q

V

Q

F

#!

F

*

WF

$"

Q

*

N

Q

#

VF

Q

+

#!

F

*

NF

$"

Q

*

W

Q

#

V

Q

F

++"在完整的二阶逻辑下#容易给出函数之间的
'

关系是等价关系的语法证明"在

(算术基础)*第
7&

节+中#弗雷格把一个函数的数定义为此函数的
'

等价类"由于使用了函数的外延#

使得弗雷格可以把函数的数定义为与其
'

等价的函数的外延的类"用
L

W

表示概念
W

的数#弗雷格给

出的显定义为!

L

WM

IS

m

(

Q

!

"

;

*

Q

Mm;

#

W

'

;

+)"

由此定义可以得到所谓的休谟原则!

L

WM

L

N

<

W

'

N

"

假设
L

WM

L

N

#由
L

的定义有
m

(

Q

!

"

;

*

Q

Mm;

#

W

'

;

+)

Mm

(

Q

!

"

;

*

Q

Mm;

#

N

'

;

+)#根据外延相等

公理知道
!

F

*(

Q

!

"

;

*

Q

Mm;

#

W

'

;

+)

F

<

(

Q

!

"

;

*

Q

Mm;

#

N

'

;

+)

F

+"由变换定理有
!

Q

*

"

;

*

Q

Mm;

#

W

'

;

+

<

"

;

*

Q

Mm;

#

N

'

;

++#而
mWMmW

且
W

'

W

#从而有
"

;

*

mWMm;

#

N

'

;

+#不妨以
;

做存在例示#据外

延相等公理#由
mWMm;

得到
!

F

*

;F

<

WF

+#从而可用
W

置换
N

'

;

中
;

#得到
W

'

N

"

假设
W

'

N

且并非
L

WM

L

N

#由
L

的定义有
m

(

Q

!

"

;

*

Q

Mm;

#

W

'

;

+)

/

m

(

Q

!

"

;

*

Q

Mm;

#

N

'

;

+)#

进而由外延相等公理有

"

F

**(

Q

!

"

;

*

Q

Mm;

#

W

'

;

+)

F

#&

(

Q

!

"

;

*

Q

Mm;

#

N

'

;

+)

F

+

8

*

&

(

Q

!

"

;

*

Q

Mm;

#

W

'

;

+)

F

#

(

Q

!

"

;

*

Q

Mm;

#

N

'

;

+)

F

++"不妨只考虑
"

F

*(

Q

!

"

;

*

Q

Mm;

#

W

'

;

+)

F

#&

(

Q

!

"

;

*

Q

Mm;

#

N

'

;

+)

F

+情况#用
G

来

做存在的例示#据变换定理有
"

;

*

GMm;

#

W

'

;

+

#&"

;

*

GMm;

#

N

'

;

++#不妨设
GMmT

#

W

'

T

#再由假设

W

'

N

#可得
GMmT

#

T

'

N

#矛盾于
&"

;

*

GMm;

#

N

'

;

++#进而
L

WM

L

N

"

再考虑公式
"

;

*

FM

L

;

+#根据第三节的讨论#有函数常量(

F

!

"

;

*

FM

L

;

+)满足相应的定义公理"

为方便#我们把此函数常量简记为
_

#

+!

意在表示
!

是一个数"类似地#我们可以引进如下缩写!

_F

!(

F

!

"

;

*

FM

L

;

+)

F

*广义的数#包括无穷数+$

"

!

L

(

F

!

F

/

F

)*

"

的定义+$

>F

Q

!(

F

#

Q

!

"

;

"

.

*

Q

M

L

;

#

;.

#

FM

L

(

a

!

;a

#

a

/

.

)+)

F

Q

*后继关系+$

>

,

F

Q

!(

F

#

Q

!

!

;

*

!

.

!

a

*

;.

#

>.a

$

;a

+

#!

.

*

>F.

$

;.

+

$

;

Q

+)

F

Q

*小于关系或祖先关系+$

__F

!(

F

!

>

,

"F

8

FM"

)

F

*自然数+"

由这些定义#可以证明通常的
;,34?

算术公理可以在
WJ

的如上扩张中推出"

#)

每个自然数都有一个后继*

__

*

F

+

)

"

Q

>F

Q

+$

&)

后继关系是单值的*

>F

Q

#

>FG

)Q

MG

+$

!)

每个自然数的后继是自然数*

__

*

F

+

#

>F

Q)

__

*

Q

++$

')"

不是后继*

&"

F>F"

+$

*)

每个自然数至多有一个前驱*

>GF

#

>

Q

F

)

GM

Q

+$

$)

数学归纳法*

!

;

**

;"

#!

F

!

Q

*

>F

Q

#

;F

)

;

Q

++

)

*

!

F

*

__

*

F

+

)

;F

+++"

稍为困难的是后继存在公理#但我们可以证明
>

Q

*

L

(

F

!

>

,

F

Q

8

FM

Q

)+#进而后继存在公理成立"

如第一节中所讨论的那样#数学归纳法由自然数的定义就得以保证成立"有了
;,34?

算术公理#我们可

以进一步合理地定义加法与乘法等运算#并证明相关的算术定理"

五%罗素悖论%弗雷格的修改与蒯因的证明

下面我们考虑
WJ

如何产生罗素悖论"考虑公式
"

W

*

Q

MmW

#

WF

+#由第三节的讨论知道有概念(

F

#

Q

!

"

W

*

Q

MmW

#

WF

+)符合相应的定义公理#不妨记此概念为
F

(

Q

$仿照弗雷格(定律)中附录
#

#我们先来

论证
WF

<

F

(

mW

是系统的定理#其中
W

是函数变元符号"假设
WF

#由于
mWMmW

#进而有
mWMmW

#

WF

#

由简单的存在引入规则#可有
"

;

*

mWMm;

#

;F

+#即
F

(

mW

"再假设
F

(

mW

#按属于定义有概念
;

使得
mW

/

*7

/
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Mm;

且
;F

#再由外延相等公理可得
WF

"由于上述论证中只使用了简单的逻辑规则#故上述论证可在

WJ

中形式化#从而
WF

<

F

(

mW

是系统的定理"接下来#我们考虑罗素悖论如何推出"

考虑
F

4

F

这个公式#由完整的二阶存在概括规则#有概念
;

使得
!

F

*

;F

<

F

4

F

+是系统的定理"考

虑
m;

是否属于自己"假设
m;

4

m;

#据如上论证的结果有
&

;m;

#再由
!

F

*

;F

<

F

4

F

+是系统的定理知

m;

(

m;

"假设
m;

(

m;

#依上一论证的结果有
;m;

#再由
!

F

*

;F

<

F

4

F

+是系统的定理知
m;

4

m;

"同样

这个论证也可以在
WJ

中形式化#即
m;

4

m;

与
m;

(

m;

都是系统的定理#从而
WJ

是不一致的"

弗雷格在(定律)的第二卷附录中为了避免罗素悖论#做了如下修改!用如下两条公理代替外延相等

公理*参见(定律)中附录
=

+!

*

K

3

+!

!

;

!

W

*

!

F

*

;F

<

WF

+

)

*

m;MmW

++*概念相等蕴含它们的外延相等+$

*

K

/

+!

!

;

!

W

**

m;MmW

+

)

!

F

*

F

/

mW

#

;F

)

WF

++*概念外延相等并不蕴含概念相等+*附录
=

#

-

)

#!(

+"

在这组公理下#可以证明
WF

)

F

(

mW

依旧成立"假设
WF

#由于
mWMmW

#进而有
mWMmW

#

WF

#由简

单的存在引入规则#可有
"

;

*

mWMm;

#

;F

+#即
F

(

mW

"而由于外延相等推不出对应概念也相等#

F

(

mW

)

WF

不再像上面那样能简单地得到"在新的公理下要像上面那样证明
F

(

mW

)

WF

需要假设
F

/

mW

"

假设
F

(

mW

且
F

/

mW

#按属于定义有概念
;

使得
mWMm;

且
;F

#再由新公理*

K

/

+可得
WF

"因此我们不

能简单地推出
WF

<

F

(

mW

#进而上述的罗素悖论也不能简单地推出"

据
T.14,

! 与
N,32:

"

#

J,

A

541,]5O1

在
#(!%

年左右论证了弗雷格修改后的系统仍是不一致的"之后

T.14,

与
N,32:

先后根据
J,

A

541,]5O1

的证明给出了新的证明"以下是
U.+

B

,55

参考
T.14,

给出的
<

的证

明#

!

<

!如果
"

F

"

Q

*

F

/Q

+是系统的定理*如果要发展算术#这条公式当然要是定理+#那么修改后的系统

仍旧是不一致的"

我们先扩张语言引进二元谓词
(

,满足定义公理!

!

F

!

W

*

F

(

,

mW

<

*

WF

#

F

/

mW

++"

任给个体
3

#据
(

,的定义公理#考虑
3

(

,

m

(

F

!

FM3

)是否成立#因
3M3

#要么
3

/

m

(

F

!

FM3

)*不妨称

为正常情况+#进而
3

(

,

m

(

F

!

FM3

)$要么
3Mm

(

F

!

FM3

)*称为异常情况+#进而
3

4

,

m

(

F

!

FM3

)"设
3

/

/

#那么我们有
m

(

F

!

FM3

)

/

m

(

F

!

FM/

)"因如果都为正常情况#有
3

/

m

(

F

!

FM3

)#由
3

/

/

与变换定理有

(

F

!

FM3

)

3

且
&

(

F

!

FM/

)

3

#进而由新公理*

K

/

+可得到
m

(

F

!

FM3

)

/

m

(

F

!

FM/

)$如果
m

(

F

!

FM3

)为正常

情况#

m

(

F

!

FM/

)为异常情况#有
3

/

m

(

F

!

FM3

+)#由变换定理与
3

/

/

#有(

F

!

FM3

)

3

且
&

(

F

!

FM/

)

3

#进而

由公理*

K

/

+可得
m

(

F

!

FM3

)

/

m

(

F

!

FM/

)$如果
m

(

F

!

FM/

)为正常情况#

m

(

F

!

FM3

)为异常情况#有
/

/

m

(

F

!

FM/

)#由变换定理与
3

/

/

#有(

F

!

FM/

)

/

且
&

(

F

!

FM3

)

/

#进而据公理*

K

/

+可得
m

(

F

!

FM3

)

/

m

(

F

!

F

M/

)$若二者都为异常情况#即
3Mm

(

F

!

FM3

)且
/Mm

(

F

!

FM/

)#由
3

/

/

显然有
m

(

F

!

FM3

)

/

m

(

F

!

FM

/

)"所以我们有
3

/

/

蕴含
m

(

F

!

FM3

)

/

m

(

F

!

FM/

)"

试考虑如下外延!令
+Mm

(

F

!

"

Q

*

FMm

(

F

!

FM

Q

)

#

F

4

,

Q

+)且
5Mm

(

F

!

FM+

)"

由
(

,的定义公理显然有
F

(

,

+

蕴含
F

/

+

#进而有
+

4

,

+

"

设有
F

(

,

+

"由
+

4

,

+

可得
F

/

+

"若
+

(

,

5

#由
(

,的定义公理有
5

/

+

$若
+

4

,

5

#由
(

,的定义公理

有
5M+

#由
F

(

,

+

可得
F

(

,

5

#但由
5

的定义与
F

/

+

知
F

4

,

5

#矛盾#故
+

(

,

5

#进而也有
5

/

+

"从而若

有
F

(

,

+

#则
5

/

+

"

设
5

(

,

+

#由
(

,的定义公理得(

F

!

"

Q

*

FMm

(

F

!

FM

Q

)

#

F

4

,

Q

+)

5

#

5

/

+

"再由变换定理有
"

Q

*

5Mm

(

F

!

FM

Q

)

#

5

4

,

Q

+#由
3

/

/

蕴含
m

(

F

!

FM3

)

/

m

(

F

!

FM/

)知道
5

4

,

+

$反之#如果
5

4

,

+

#加之
5

/

+

#那么

根据
(

,的定义公理与
+

的定义有
!

Q

*

5Mm

(

F

!

FM

Q

)

)

5

(

,

Q

+#进而根据
5

的定义有
5

(

,

+

$所以#如果

有
F

(

,

+

#那么
5

(

,

+

与
5

4

,

+

都是系统的定理#从而系统依旧不一致"

/

$7

/

!

"

#
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以上#我们概要地考察了弗雷格的逻辑系统%算术的逻辑还原%罗素悖论的产生以及对弗雷格的修

改是不成功的证明"需要注意的一点是#上述逻辑的还原只是弗雷格逻辑主义思想的一个方面"弗雷

格的还原可看做只是在一个逻辑系统里面解释!算术#粗略地说#即用逻辑系统里的概念定义算术概

念#并推出基本算术定律的摹本"由于有许多系统能发展出算术#所以要论证算术真理是分析的#还需

要论证那些算术定律的摹本正是我们通常所理解和把握的算术真理#而这依赖于对基本算术概念的分

析与定义是否确实把握了通常的算术概念的意义等哲学问题"

"

再回顾上述系统#概略地说#它只是在通常完整的二阶逻辑上加上了外延存在公理%函数相等公理

与外延相等公理"我们知道#由二阶逻辑在只有一个个体的模型下也可以是可靠的#进而完整的二阶逻

辑太弱以至于并不能发展出算术"而上述
WJ

则过于强大#强大到不一致"有些学者认为#在二阶逻辑

的标准语义学下#二阶量词的取值范围是一阶个体域的幂集#我们把每个一元谓词都赋值一个个体域的

子集#上述外延存在公理是说每个概念都有一个外延$函数相等公理与外延相等公理放在一起是说函数

*或概念+与函数的外延是一一对应的#即不相等的函数有不同的外延#不同的外延对应于不同的函数$

再考虑到语言形成规则
*

!设
W

是函数符号#则
mW

是项#这条规则是在说函数外延是个体对象"因此#

把这四条原则放在一起并要同时为真的话#一定要求存在一个从个体域的幂集到个体域的单射#而这矛

盾于康托定理#进而弗雷格的逻辑是不可满足的"但考虑到二阶逻辑不是语义完全的#从不可满足推不

出不一致#从而产生了许多悖论来源究竟是什么的争论"为了避免悖论并能得到足够多的算术#人们构

造了各种意在限制完整的二阶存在概括规则%外延存在规则或公理
*

的不同系统#即各种各样的新弗雷

格主义#有兴趣的读者可参考邢滔滔先生的介绍性文章#或上文提到的
U.+
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亨普尔曾认为!如弗雷格与罗素所做的那样#我们在逻辑系统中通过规定性的*

>@1

-

.03@1a,

+定义引入一些算术术语*如&自然数'%

&

"

'%&后继'+#并证明一些形式上与通常算术命题相似的语句#如&

"

是自然数'#那么我们就可以说算术真理就是逻辑定理"贝纳

赛拉夫就此批评亨普尔说#我们没有权利这样认为#我们得到的只是逻辑定理的某种缩写#而不是算术命题"
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